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La littérature sur la volatilité est immense et variée. Cette notion, qui peut être conceptualisée de manières très diverses est en enjeu majeur pour la théorie financière et les marchés financiers. La volatilité est une donnée essentielle pour le risk managment et pourtant elle n’est pas directement observable sur le marché. D’ou l’affrontement des définitions, des théories et des estimations de cette volatilité. 

Si la volatilité d’un stock était parfaitement constante comme dans la théorie de Black-Scholes, alors on pourrait prévoir les états futurs et donc réduire les aléas à des termes connus. 

Quand bien même, si la volatilité n’est pas constante, mais si elle répond à un processus connu comme les modèles ARCH, GARCH, alors des prévisions seraient possibles et seraient déterminantes pour le risk managment qui utilise de manière croissante le marché des produits dérivés. 

Par contre si volatilité n’est pas stable, ni modélisable, alors c’est le chaos et l’impossibilité de prévoir. 

D’autres questions importantes interviennent, comment estimer la volatilité : historique, implicite, théorique ? Comment la mesurer ?  Comment l’utiliser et à quel horizon ? Comment se protéger de la volatilité ? Tant de questions sur lesquelles la théorie financière continue de s’interroger et qui font naître de nombreux débats loin d’être tranchés.

I- L’effet de la volatilité sur le risque des marchés
1) Définition et importance de la volatilité
A/ Définition

Une volatilité est essentiellement une mesure de variabilité conditionnelle de prix ou de rentabilité. Il existe de nombreuses mesures de volatilité qui se distinguent les unes des autres par :

· la date t à laquelle on évalue la volatilité

· l’information It utilisée pour le calcul et disponible à cette date

· l’horizon H de la prévision

· la variable yt+H à prévoir, qui peut être :


( un prix : yt+H=pt+H, 


( un rendement yt+H=(pt+H-pt)/pt, 


(ou son approximation calculée par différentiation d’un logarithme de prix : 


yt+H=logpt+H –log pt
La volatilité correspondante est V (yt+H)= E(yt+H2/It)-E(yt+H/It)2

Ou E(y/It) désigne l’espérance conditionnelle à l’information, c’est-à-dire la meilleure prévision de y fondée sur cette information.

B/ Les différents concepts de volatilité
a- Volatilité historique
La volatilité ( étant l’écart type du rendement du stock, on peut imaginer de calculer ( en utilisant les rendements historiques du stock et en calculant leur écart type. Si l’on dispose de N+1 valeurs historiques journalières Si du titre, on calcule N rendements journaliers ri puis la moyenne r et l’écart type s de la loi de distribution de ces rendements :
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La volatilité telle qu’elle apparaît dans la formule de Black est l’écart type s ramené sur une base annuelle, autrement dit :
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où B est le nombre de jours dans l’année et f la fréquence des données. Ainsi, si l’on dispose de données journalières, f est égal à 1 et B est le nombre de jours ouvrés par an, soit environ 250.

Choisir une valeur pour N n’est pas facile, en effet ( change au cours du temps et donc des données trop vieilles peuvent ne pas avoir suffisamment de signification pour prédire le futur.

Un bon compromis est donc d’utiliser des prix de clôture journaliers remontant au plus au180 derniers jours. Cependant par exemple, si la volatilité est utilisée pour évaluer une option de 2 ans , alors on utilisera les données historiques des deux dernières années. 

Un autre facteur important à déterminer est la mesure du temps, doit-t-on mesurer le temps en jours calendaires ou en jours de trading pour calculer la volatilité ? La réponse empirique montre qu’il faut ignorer les jours ou le marché est fermé et donc par conséquent ne prendre en considération que les jours de trading.



b- Volatilité implicite

Définition :Anticipation du niveau de variation d'un actif sous-jacent. S'obtient en calculant la volatilité correspondant au prix actuel de l'option

Nous avons déterminé dans le paragraphe précédent une mesure de la volatilité appelée volatilité historique. Nous savons que le seul paramètre dans la formule de Black-Scholes qui ne peut être observé directement est la volatilité du stock. Peut on donc utiliser la volatilité historique dans l’équation de Black comme mesure de la volatilité ?

La volatilité qui doit être utilisée dans l’équation de Black est en fait la volatilité future du sous-jacent, or la mesure s est la volatilité passée de cet actif. On ne peut donc utiliser la volatilité historique s que si l’on fait l’hypothèse que le passé est un bon estimateur de la volatilité future. En pratique, ceci n’est pas le cas : s est certes un élément important dans la détermination de ( , donnant une approximation sur le long terme, mais elle ne reflète pas entièrement sa valeur. Ainsi la publication d’un chiffre économique important dans le futur proche crée une volatilité qui peut ne pas avoir existé dans le passé. Quelle valeur donner à ( ?

C’est ici qu’intervient le concept de volatilité implicite, c’est la volatilité que l’on peut déduire du prix des options observés sur le marché. Il convient donc d’inverser la formule de Black-Scholes et de calculer la volatilité contenue dans le prix de options. Comme pour le prix de tout actif ; la volatilité implicite est une donnée de marché. Elle reflète les anticipations des intervenants sur la variabilité du sous-jacent pendant la durée de l’option.

Exemple : 

Le prix d’un call sur un stock (sans dividendes) vaut 1.875

Si S=21, K=20, r=0.1 et T-t=0.25

avec  
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Alors la volatilité implicite est la valeur de (  qui substituée dans l’équation de Black-Scholes donne c=1.875. Par itérations on trouve que la volatilité implicite par an est de 23.5%.

Les volatilités implicites peuvent être utilisées pour comprendre l’opinion du marché sur la volatilité d’un stock particulier. Elles peuvent également être utilisées pour estimer le prix d’une option.

c- Volatilité stochastique
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Une des hypothèses du modèle Black-Scholes est que la volatilité est constante dans le temps. Cependant les praticiens sont obligés de modifier les paramètres de volatilité très souvent dans leurs modèles pour évaluer une option. D’ou le concept d’une volatilité stochastique pour remédier à ce problème.

En effet, comme la volatilité n’est pas en pratique constante, la formule de Black-Scholes peut se retrouver fausse et engendrer de mauvaises évaluations.

Le biais dans l’évaluation engendré par une volatilité stochastique dépend de la corrélation entre la volatilité et le prix de l’action. 

Quand la corrélation est positive de manière significative, Black-Scholes sous-estime le prix  des calls en dehors de la monnaie et surestime le prix des puts en dedans de la monnaie. La raison est la suivante : quand le prix du stock monte, la volatilité tend à augmenter. Cela veut dire que des prix de stocks très haut ont plus de chance d’arriver que sous l’hypothèse de mouvement Brownien géométrique. Quand le prix du stock baisse, la volatilité tend à diminuer, ce qui implique que des prix de stocks très bas sont plus rare que sous l’hypothèse de mouvement Brownien géométrique. 

Quand la corrélation est négative de manière significative, Black-Scholes surestime le prix des call en dehors de la monnaie et sous estime celui des puts en dedans de la monnaie. Cela vient du fait que quand le prix du stock augmente, la volatilité décroît entraînant donc peut de chance pour que des prix très haut de stocks soient atteints. De même quand le prix du stock baisse, la volatilité tend à augmenter rendant par là même une chance plus importante d’atteindre des niveaux très bas de prix.

Enfin, quand la corrélation est proche de zéro, alors Black-Scholes tend à sous évaluer les options très en dehors de la monnaie et très en dedans la monnaie.

Ils existent plusieurs modèles de volatilités stochastiques, celui de Hull et White par exemple :

Hull et White considèrent le modèle de volatilité stochastique suivant pour un comportement risque neutre du stock.
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ou a b,( et ( sont constants et dzs et dzv sont des processus Wiener. La variable V dans ce modèle est le taux de variance du stock (le carré de sa volatilité). Le taux de variance est supposé revenir à un niveau b à un rythme a.

D’autres moyens de modéliser la volatilité stochastique sont utilisés à travers les modèles ARCH, GARCH que l’on verra plus explicitement par la suite.

d- Autres types de volatilités
Plusieurs formulations de la volatilité sont nées pour répondre à l’hypothèse controversée de volatilité constante de Black-Scholes.

On peut donc par exemple citer le modèle de la constante élasticité de la variance proposé par Cox et Ross. Dans ce modèle le prix du stock à une volatilité de (S-(  avec 0<(<1. Par conséquent la volatilité décroît quand le stock monte. L’explication rationnelle de cette formalisation est que toutes les entreprises ont des coûts fixes à couvrir, peu importe les performances du résultat d’exploitation. Quand le prix de l’action baisse, on peut en déduire que la performance du résultat d’exploitation est diminuée et donc que les coût fixes ont pour effet d’aggraver la volatilité du stock. Cependant, il apparaît que comme la volatilité est corrélée de manière négative au prix du stock, les mêmes aberrations de pricing que précédemment sont encore présentes.

Il existe également le Jump Diffusion Model suggéré par Merton :
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Ou le prix du stock a des sauts imposés par un mouvement Brownien géométrique.

( : rendement espéré du stock

( : taux auquel les sauts interviennent

k : moyenne de la taille des sauts (proportionnelle à l’augmentation du prix du stock)

La taille proportionnelle du saut est censée dépendre d’une distribution de probabilité dans le modèle. La moyenne de taux de croissance du stock à partir des sauts est (k.  Donc le taux de croissance attendu dépendant du mouvement Brownien géométrique est (-(k.

dz est un processus brownien géométrique, dq est le processus de Poisson engendrant les sauts. Ces deux processus sont supposés indépendants.

L’hypothèse clé est que la composante saut du rendement du stock représente le risque non systèmique (risque non pricer dans l’économie). Le processus de saut donne naissance à des queues épaisses et donc Black-Scholes sous estime les calls et puts dans et hors de la monnaie. 

C/ Importance de la volatilité pour les marchés financiers
Comme on a pu le voir la détermination de la volatilité est un enjeu crucial pour pricer correctement les produits dérivés. La volatilité est un élément essentiel dans la formule de Black-Scholes. Le seul élément inconnu dans la formule est celui de la volatilité, seul paramètre non observable directement sur le marché. Déterminer la volatilité implique alors connaître les prix des produits dérivés telles que les options et par la même prévoir les prix futurs. On ne rappellera pas l’importance cruciale et croissante des produits dérivés pour le risk management et le principal souci de celui ci qui est de se prémunir contre la volatilité. Mais la volatilité est partout, cela va de l’Etat producteur qui craint une chute des cours des matières premières au banquier qui gère son portefeuille de prêts sous le risque des remboursements anticipés. Connaître la volatilité, c’est prévoir les prix futurs et cela reste primordial.

2) Rôle fondamental de la volatilité dans la théorie financière :

deux cultures financières

A/ REE : Rational Expectation Equilibria (anticipations rationnelles) et volatilité constante
Dans ce modèle contrairement à celui de Nash, l’incertitude ne porte pas sur le comportement d’autrui, mais sur l’avenir.

Dans une REE tous les agents émettent des déductions à partir de toutes les informations disponibles, c’est-à-dire de données exogènes et endogènes et en particuliers des prix.

Quand c’est possible, les investisseurs utilisent l’information transportée par le prix ainsi que leur information privée pour choisir leur demande.

Dans un REE, tous les traders réagissent de manière compétitive, ils sont preneurs de prix, ils analysent donc le prix comme une donnée  (ie le prix d’équilibre à partir des paniers d’information de tous les traders).

Chaque agent est supposé connaître les liens régissant l’information et la formation des prix.

A chaque période, les agents prennent leurs décisions en fonction de ce qu’ils pensent que seront les prix de demain (s’ils sont acheteurs et s’il pensent que le prix va monter, ils auront tendance à emprunter pour acheter aujourd’hui). Il en résulte un prix de marché.

On tombe là sur une forme de déterminisme qui n’est pas celui des sciences physiques : ce qui se passe aujourd’hui est fonction de l’expérience passée, certes, mais aussi de ce que l’on pense qu’il se passera demain. Cette idée remet en cause bien des idées reçues sur l’utilisation des modèles économétriques. Il ne sert à rien d’estimer des paramètres qui résultent en fait de l’agrégation de comportements individuels, si ces comportements sont susceptibles de changer du seul fait que les agents modifient leurs anticipations sur l’avenir. Comme l’a fait remarquer Lucas (1972), un changement de politique économique, s’il est crédible peut modifier ces comportements et donc faire bouger les paramètres qui avaient été tenus pour fixes.

Si les prix révèlent toute l’information disponible, alors le REE est dit efficient. Ce qui équivaut à dire que l’anticipation du prix est rationnelle. Par conséquent l’anticipation d’un événement futur fait bouger les prix des actifs financiers à l’instant ou cette anticipation apparaît et non à l’instant ultérieur ou l’événement se réalise. Il est donc totalement impossible de prévoir les variations futures du prix d’un actif financier, puisque ces variations dépendent de modifications , inconnues aujourd’hui, des informations qui concourent à la formation de ce prix. 

Ceci implique que les prix des actifs financiers suivent des marches aux hasard, c’est-à-dire que l’espérance mathématique du prix futur est le prix observé maintenant. De façon équivalente, la variation du prix est indépendante de l’information connue initialement. Si ce n’était pas le cas on pourrait utiliser l’information courante pour prédire les variations futures des prix. Par conséquent, la volatilité implicite est une mesure de la volatilité future espérée.

L’hypothèse de volatilité constante et d’absence d’opportunités d’arbitrage est importante dans la théorie de Black-Scholes. En effet si la volatilité est constante, alors tous les paramètres du processus sont connus. Si la volatilité est stable on peut donc connaître le prix futur de l’action et l’on se retrouve dans les hypothèse de la théorie des anticipations rationnelles.

Il y a alors endogénéisation de l’évolution des prix , réduction des aléas à des termes connus.

B/ Volatilité variable : concept de volatilité stochastique et chaos
a-Facteurs influençant les variations de volatilité d’un stock
Qu’est ce qui fait varier la volatilité d’un stock ? 

Plusieurs données peuvent rentrer en compte, évidemment si toutes les données étaient connues alors la volatilité serait parfaitement modélisable...

Plusieurs recherches économétriques ont mis en évidence que la volatilité du marché des actions dépend de la volatilité des variables macro-économiques (Black (1976)), Christie (1982) démontre qu’elle est fonction du taux d’endettement. 

Récemment il y a eu plusieurs tentatives d’expliquer les changements de volatilité du marché des actions par des changements sur les rendements espérés des actions (Merton 1980, French, Schwert et Stambaugh 1987, Abel 1988) ou par les taux d’intérêt (Lauterbach 1989). Une littérature importante s’est également crée sur l’excès de volatilité “ excess volatility ”, Shiller (1981) explique que le niveau de la volatilité des actions est trop haut relativement à la variabilité ex post des dividendes. Dans les modèles comme celui de Shiller, un changement de la volatilité des cash-flows futurs ou des taux de rendement espérés entraîne un changement de volatilité des rendements des stocks.

( Relation entre volatilité du marché des actions et volatilité macro-économique
La relation entre l’inflation, la croissance monétaire et la volatilité des rendements des actions n’est pas très importante selon Schwert (1989). Elle existe, certes,  par exemple la croissance monétaire entre 1920-1952  (Standard and Poors composite Portfolio) aide à prévoir la volatilité des rendements des actions mesurée en utilisant des données journalières, mais elle n’est pas déterminante.

Globalement selon Schwert, il y a peu de preuves montrant que la volatilité macroéconomique apporte des informations supplémentaires sur les rendements des stocks futurs. En fait il apparaît plus que la volatilité sur les marchés financiers aide à prévoir la volatilité macro-économique. 

( Relation entre volatilité du marché des actions et l’activité économique
La volatilité est globalement plus importante pendant les récessions que pendant les phases de croissances, ceci est observable assez facilement. On peut donc en déduire que la volatilité du marché des actions dépend de manière significative de la santé général de l’économie d’un pays ou de plusieurs pays (crise asiatique).

En fait, l’endettement augmente de manière importante pendant les périodes de récessions causant donc une augmentation de la volatilité des actions des entreprises endettées.

La profitabilité de l’entreprise et son niveau d’endettement joue donc un rôle important. Quand les prix des actions baissent relativement aux prix des obligations, ou quand les entreprises émettent de nouvelles dettes en large proportion (par rapport à leur structure de capital initiale), la volatilité des actions augmente. Cependant cet effet explique que légèrement la variation au cours du temps de la volatilité des actions.

De même on peut expliquer la forte volatilité dans les situations de récessions par le comportement des agents. En effet, les investisseurs ont une forte volonté de “ hedger ” contre les changements de leur niveau d’incertitude et cela les entraîne à sur-réagir aux mauvaises nouvelles quand tout va bien et à sous-réagir aux bonne nouvelles quand tout va mal, entraînant donc une sensibilité plus grande des prix des actions aux nouvelles quand tout va bien.

 
( Relation entre volatilité du marché des actions et trading
JOURS DE TRADING
Plusieurs recherches ont prétendu que la volatilité d’un stock dépend seulement de l’arrivée aléatoire de nouvelles informations sur les rendements futurs du stock. D’autres ont montré que la volatilité était causé principalement par le trading. On peut par conséquent se demander si la volatilité d’une action côtée est la même quand le marché est ouvert ou quand il est fermé.

Fama et French ont testé cette question de manière empirique. Ils ont collecté des données sur le prix d’un stock à la fermeture de chaque jour de trading sur une longue période et ont calculé :

* La variance des rendements du stock entre le moment de la clôture d’un jour de trading et la cloture du lendemain (jour de trading)

* La variance entre le moment de la clôture (un vendredi) et la clôture du jour de trading  suivant (lundi) (donc faisant intervenir de jours de non trading).

Si les jours de non trading et les jours de trading étaient équivalent alors la variance de la 2ème situation devrait être trois fois plus importante que la variance de la situation 1. Fama a trouvé qu’elle était seulement 22% plus importante. Les résultats de French sont similaires (19%).

Par conséquent la volatilité est beaucoup plus importante quand le marché est ouvert. 

On pourrait facilement répondre que la plus grande partie des informations concernant les entreprises surviennent les jours de trading. Cependant des études similaires effectuées sur les prix des futures de matières premières agricoles, qui dépendent largement du temps (les nouvelles pouvant intervenir n’importe quel jour), ont donné des résultats semblables : ils sont beaucoup plus volatiles pendant les heures de trading.

Ceci explique donc pourquoi par exemple dans Black-Scholes, on ignore les jours de non trading et l’on suppose donc 252 jours de trading pour les calculs.

VOLUME
Généralement (Karpoff 1987) les jours de grandes activités de trading vont de pair avec les jours de grande volatilité. Il existe une forte corrélation entre les deux, par contre il est difficile de savoir si cela est du plus particulièrement au flow d’informations important ces jours là ou à l’activité de trading.

ASYMETRIE D’INFORMATION
Shiller (1984), Campbell et Kyle (1993) ont introduit une source exogène de bruit et ont observé l’équilibre d’une fonction évaluant le stock dans un modèle d’anticipations rationnelles. Ils se sont aperçus que la volonté des investisseurs de se hedger contre le bruit produisait de plus forts niveaux de volatilité et une évolution dans le temps des rendements espérés.

Wang (1993), Grundy et Kim (1995) ont expliqué la forte volatilité des rendements des stocks par l’asymétrie d’information parmi les investisseurs. En effet, les traders informés hedgent contre le comportement des traders non informés et produisent ainsi de hauts niveaux de volatilités.

On obtient donc de nombreux facteurs reliés à la volatilité des actions, par contre on ne connaît pas vraiment les causes réelles de la volatilité des prix des actions.

b- Conséquence d’une volatilité variable pour la théorie financière : le chaos
Il y a peu de doutes que la volatilité ne soit pas prévisible sur une base de grande fréquence comme l’heure ou la journée. Par contre peu de choses sont connues à propos des prévisions sur un horizon plus lointain. Comment peut on prévoir la volatilité sur plusieurs horizons ? A quelle rapidité les prévisions decroient en fonction de l’allongement de l’horizon ? Les récentes découvertes apportées par les modèles de prévision de la volatilité comme ARCH, GARCH, la volatilité stochastique et les modèles avoisinants sont ils utiles pour le risk management pour des horizons plus longs, ou est ce que  la volatilité à long terme n’est pas prévisibles?

Si il n’y a pas endogénéisation des aléas, alors c’est le chaos, une série temporelle imprévisible à long terme, c’est le problème de la mémoire longue des erreurs. Dans tous ces modèles, si il y a un changement des conditions initiales, alors les conditions d’équilibres changent et le système est instable. Le risque de volatilité est alors très gros et difficile à évaluer. 

Les modèles comme ARCH, GARCH permettent une estimation de la volatilité non constante et peuvent donc par conséquent aider les risk managers à se prémunir contre les risques de volatilité, c’est ce que nous allons étudier dans cette deuxième partie.

II- Modélisation et Estimation de la volatilité

1) Présentation générale et problématique:

Les modèles de type ARCH (AutoRegressive Conditionnal Heteroscedasticity) permettent de modéliser des chroniques (la plupart du temps financières) qui ont une volatilité (ou variance ou variabilité) instantanée qui dépend du passé. En effet, les séries financières sont particulièrement concernées par les modèles ARCH car on constate des périodes de forte spéculation (variabilité élevée) suivie de périodes d’accalmie (variabilité faible). Il est ainsi possible d’élaborer une prévision dynamique de la chronique en termes de moyenne et de variance.

L’étude des séries temporelles financières est confrontée à deux types de problèmes:

1-  La non-stationnarité des séries.

2-  Le caractère leptokurtique (Fat Tails) de la distribution des données c’est à dire que les queues de probabilité sont plus épaisses que celles d’une loi normale aux extrémités et donc les valeurs anormales sont plus fréquentes.

2) Modèle de régression de type ARCH:
A/ Spécification du modèle:

Soit un modèle AR(p) et Y = Xa +  

avec :

Y = vecteur de la variable à expliquer

X = matrice des variables explicatives

a  = vecteur des paramètres du modèle

= erreur de spécifications avec t = ut . ht

où ut ( N(0,1) et h2t = 0 + it-1

h2t est appelé processus ARCH d’ordre p et le modèle AR est dit alors modèle AR à erreurs ARCH(p) avec:

E(t) = E(ut).E(ht) = 0

V(t) = 2u
E(t/t-1……t-i) = E(ut/t-1……t-i).E(ht/t-1……t-i) = 0 

V(t/t-1……t-i) = h2t   quantité variable dans le temps.

Cela signifie que le modèle reste correct sur sa trajectoire (en moyenne) mais que la variance de l’erreur elle est “à mémoire”. Cette notion est très importante en finance car le risque de l’erreur n’est pas le même selon les périodes: il y a alternance de périodes de spéculation et d’accalmie.

B/ Propriétés d’un modèle ARCH(1):
Soit le modèle Y = Xa +  avec t = ut . ht où ut ( N(0,1) et h2t = 0 + 1t-1

Et donc t = ut .
[image: image8.wmf]0 + 1t-1 avec 0>0 et 0<1<1

La moyenne et la variance non conditionnelles ne dependent pas du temps

En effet:

E(t) = E(ut).E[(0 + 1t-1)1/2] = 0

V(t) = E(t) =  0/(1-1)

La moyenne et la variance conditionnelles:

E(t/t-1……t-i) = E(ut/t-1……t-i).E(ht/t-1……t-i) = 0 

E(t /t-1……t-i) = 0 + 1t-1 puisque 2u =1

Ainsi dans une spécification de type ARCH seule la variance conditionnelle dépend des erreurs passées. (le modèle est alors stationnaire)

Le Kurtosis est le rapport du moment centré d’ordre 4 sur le carré du moment centré d’ordre 2. Pour un processus ARCH(1) il est égal :

k = E(t)/E2(t) = 3(1-1)/(1-31)

k est toujours > 3 donc un processus ARCH a une distribution leptokurtique qui permet de modéliser les phénomènes rares.

A l’aide du logiciel E-Views on va simuler le processus ARCH suivant:

t = ut .
[image: image9.wmf] + 0,8t-1

et yt = 0,8yt-1 +t
[image: image10.wmf]-6
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On observe que la variabilité de l’erreur et par suite du processus n’est plus constante avec le temps. Elle connait des phases de stabilité suivies de périodes de variances plus élevée (particulièrement vers les observations 30 et 45)

3) Test d’un modèle de type ARCH:
Soit un modèle de régression y = Xa +  avec une spécification de type ARCH pour l’erreur t et telle que t = ut . ht où ut ( N(0,1) et h2t = 0 + it-i
On va chercher à tester l’hypothèse:

Ho: 1=2 == p= 0 contre l’hypothèse alternative

H1: i non tous nuls 

Si l’hypothèse Ho est acceptée, ce qui vaut à dire que la variance de l’erreur est constante 

V(t) = E(t) = 0. Dans le cas contraire, l’erreur présente dépend des erreurs passées par suite l’erreur suit bien un ARCH dont l’ordre p est à déterminer.

Le test peut être fondé sur un test de Fisher classique, ou sur la statistique du multiplicateur de lagrange LM = n . R2  avec n le nombre d’observations et R2 le coefficient de détermination; de manière pratique, on procède de la manière suivante:

Etape I: On calcule et le résidu du modèle de régression ou d’un modèle ARMA)
Etape II: On calcule le résidu au carré e2t
Etape III: Régression autorégressive des résidus sur p retards où seuls les retards significatifs sont conservés: e2t = 0 + iet-i
Le test de significativité des coéf i de la régression e2t sur et-p qui permet de déterminer l’ordre p du processus ARCH sachant qu’un processus ARCH d’ordre 3 semble un maximum, au-delà le modèle sera justifiable d’un processus de type GARCH.

Etape IV: On applique le test de Fisher de nullité des coefficients

S’il existe des coefficients significativement différent de zéro on rejette Ho et donc on accepte une spécification du type ARCH

Ou encore on applique le test du multiplicateur de Lagrange LM/ si LM>Khi-deux à p degrés de libertés lu dans la table à 5%, on rejette Ho et on considère que le processus est justifiable d’un modèle ARCH

Une autre approche consiste à calculer le corrélogramme des résidus aux carrés du modèle initial. Si les termes de ce correlogramme sont significativement différents de zéro on conclut une spécification de type ARCH; on utilise pour cela la statistique Q de Ljung-Box.

4) Procédure d’estimation et de prévision:
La technique du maximum de vraisemblance ou la méthode des moindres carrées pondérés peuvent être utilisés pour estimer les coefficients du modèle ARCH.

La variance de l’erreur n’est plus constante et de ce fait l’intervalle de confiance de la prévision est fonction de la volatilité de la série elle même.

A l’aide du logiciel E-Views on va étudier un processus du type ARCH:

Soit un processus yt dont le graphique est le suivant:
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Le corrélograme de cette chronique est le suivant:

Autocorrelation
Partial Correlation

AC 
 PAC
 Q-Stat
 Prob

       .|****   |
       .|****   |
1
0.535
0.535
58.070
0.000

       *|.      |
    ****|.      |
2
-0.120
-0.569
61.014
0.000

     ***|.      |
       .|*      |
3
-0.349
0.116
85.972
0.000

       *|.      |
       .|.      |
4
-0.177
-0.007
92.425
0.000

       .|.      |
       .|.      |
5
0.058
0.006
93.124
0.000

       .|*      |
       .|.      |
6
0.153
0.044
97.987
0.000

       .|*      |
       .|.      |
7
0.096
-0.007
99.916
0.000

       .|.      |
       .|.      |
8
-0.009
-0.001
99.932
0.000

       .|.      |
       .|.      |
9
-0.054
0.019
100.55
0.000

       .|.      |
       .|.      |
10
-0.038
-0.018
100.86
0.000

       .|.      |
       .|*      |
11
0.038
0.091
101.16
0.000

       .|*      |
       .|.      |
12
0.098
0.014
103.23
0.000

       .|.      |
       *|.      |
13
0.008
-0.142
103.24
0.000

       *|.      |
       .|.      |
14
-0.115
0.026
106.12
0.000

       *|.      |
       *|.      |
15
-0.147
-0.076
110.81
0.000

       *|.      |
       .|.      |
16
-0.062
0.009
111.65
0.000

L’examen du corrélogramme annonce un modèle autoregressif d’ordre 2 de type AR(2). De plus on observe un “cut off” donc la série est stationnaire (on peut le vérifier par les tests de Dickey et Fuller)

L’estimation des paramètres conduit donc aux résultats suivants:

Dependent Variable: Y





Method: Least Squares





Date: 04/05/99   Time: 17:55





Sample(adjusted): 3 200





Included observations: 198 after adjusting endpoints





Variable
Coefficient
Std. Error
t-Statistic
Prob.  

C
10.42509
0.816926
12.76136
0.0000

Y(-1)
0.839452
0.058878
14.25747
0.0000

Y(-2)
-0.569230
0.058859
-9.671123
0.0000

R-squared
0.517464
    Mean dependent var

14.28434

Adjusted R-squared
0.512515
    S.D. dependent var

1.930592

S.E. of regression
1.347942
    Akaike info criterion

3.450071

Sum squared resid
354.3048
    Schwarz criterion

3.499893

Log likelihood
-338.5570
    F-statistic

104.5574

Durbin-Watson stat
1.857435
    Prob(F-statistic)

0.000000

Toutes les variables sont significativement differentes de zero (Student - les P-values sont <0,05)

la statistique Q de Ljung-Box:

Included observations: 198







Q-statistic probabilities adjusted for 2 ARMA term(s)







Autocorrelation
Partial Correlation

AC 
 PAC
 Q-Stat
 Prob

       .|*      |
       .|*      |
1
0.067
0.067
0.9100


       .|.      |
       .|.      |
2
-0.045
-0.050
1.3169


       .|.      |
       .|.      |
3
0.047
0.054
1.7729
0.183

       .|*      |
       .|*      |
4
0.092
0.084
3.5161
0.172

       .|.      |
       .|.      |
5
0.004
-0.004
3.5189
0.318

       .|.      |
       .|.      |
6
0.000
0.006
3.5189
0.475

       .|.      |
       .|.      |
7
0.017
0.009
3.5816
0.611

       .|.      |
       .|.      |
8
-0.018
-0.028
3.6511
0.724

       .|.      |
       .|*      |
9
0.061
0.067
4.4372
0.728

       .|.      |
       .|.      |
10
-0.009
-0.023
4.4557
0.814

       *|.      |
       .|.      |
11
-0.063
-0.057
5.3048
0.807

       .|*      |
       .|*      |
12
0.105
0.114
7.6702
0.661

       .|.      |
       *|.      |
13
-0.050
-0.085
8.2106
0.694

       *|.      |
       .|.      |
14
-0.061
-0.034
9.0169
0.701

       *|.      |
       *|.      |
15
-0.117
-0.117
11.979
0.529

       .|.      |
       .|.      |
16
-0.029
-0.036
12.166
0.593

       .|.      |
       .|.      |
17
0.003
0.020
12.169
0.666

       .|.      |
       .|.      |
18
0.023
0.035
12.281
0.724

       *|.      |
       *|.      |
19
-0.111
-0.103
14.985
0.597

       *|.      |
       .|.      |
20
-0.058
-0.019
15.742
0.611

       .|*      |
       .|*      |
21
0.129
0.111
19.471
0.427

       .|.      |
       .|.      |
22
0.033
0.025
19.711
0.476

       *|.      |
       *|.      |
23
-0.172
-0.142
26.368
0.193

       .|.      |
       .|.      |
24
-0.055
-0.049
27.052
0.209

       .|.      |
       .|.      |
25
0.055
0.046
27.737
0.226

Le test des residus donne une p-value pour la Q-stat >0,05 donc l’erreur est un Bruit Blanc et par suite le processus AR(2) est retenu comme processus génerateur de la série y.

Une fois ARMA trouvé on va voir s’il existe une hétéroscédasticité conditionnelle.

Le corrélogramme des résidus carrés est le suivant:

Sample: 3 200







Included observations: 198







Autocorrelation
Partial Correlation

AC 
 PAC
 Q-Stat
 Prob

       .|**     |
       .|**     |
1
0.234
0.234
11.013
0.001

       .|.      |
       *|.      |
2
-0.050
-0.110
11.511
0.003

       .|.      |
       .|.      |
3
-0.046
-0.008
11.948
0.008

       *|.      |
       *|.      |
4
-0.082
-0.079
13.330
0.010

       *|.      |
       .|.      |
5
-0.082
-0.051
14.706
0.012

       *|.      |
       *|.      |
6
-0.087
-0.072
16.254
0.012

       .|.      |
       .|.      |
7
-0.043
-0.021
16.640
0.020

       .|.      |
       .|.      |
8
-0.039
-0.048
16.950
0.031

       .|*      |
       .|*      |
9
0.068
0.077
17.926
0.036

       .|*      |
       .|.      |
10
0.097
0.043
19.926
0.030

Les premiers termes sont significativement differents de zero.

Les p-value de la Q-stat sont tous < 0,05 donc il existe une relation significative entre les residus au carrés

On va supposer que c’est une correlation des erreurs du type ARCH(1)et on va la tester:

ARCH Test:





F-statistic
11.30457
    Probability

0.000930

Obs*R-squared
10.79472
    Probability

0.001018







Test Equation:





Dependent Variable: RESID^2





Method: Least Squares





Date: 04/05/99   Time: 18:12





Sample(adjusted): 4 200





Included observations: 197 after adjusting endpoints





Variable
Coefficient
Std. Error
t-Statistic
Prob.  

C
1.374943
0.334909
4.105421
0.0001

RESID^2(-1)
0.234064
0.069616
3.362226
0.0009

R-squared
0.054796
    Mean dependent var

1.793670

Adjusted R-squared
0.049948
    S.D. dependent var

4.476820

S.E. of regression
4.363583
    Akaike info criterion

5.794564

Sum squared resid
3712.967
    Schwarz criterion

5.827896

Log likelihood
-568.7646
    F-statistic

11.30457

Durbin-Watson stat
1.948383
    Prob(F-statistic)

0.000930

Le F du Fisher empirique et la statistique LM du multiplicateur de Lagrange ont une probabilité critiques < 0,05 nous sommes amenés à rejetter l’hypothese Ho de nullité des coéficients i on peut fort bien supposer une spécification du type ARCH (1).

Maintenant voyons si la spécification du type ARCH(2) peut être retenue:

ARCH Test:





F-statistic
6.849449
    Probability

0.001337

Obs*R-squared
12.98983
    Probability

0.001511







Test Equation:





Dependent Variable: RESID^2





Method: Least Squares





Date: 04/05/99   Time: 18:22





Sample(adjusted): 5 200





Included observations: 196 after adjusting endpoints





Variable
Coefficient
Std. Error
t-Statistic
Prob.  

C
1.531062
0.349598
4.379489
0.0000

RESID^2(-1)
0.259801
0.071538
3.631640
0.0004

RESID^2(-2)
-0.110554
0.071559
-1.544921
0.1240

R-squared
0.066275
    Mean dependent var

1.798191

Adjusted R-squared
0.056599
    S.D. dependent var

4.487834

S.E. of regression
4.358981
    Akaike info criterion

5.797541

Sum squared resid
3667.138
    Schwarz criterion

5.847717

Log likelihood
-565.1591
    F-statistic

6.849449

Durbin-Watson stat
1.998003
    Prob(F-statistic)

0.001337

Le coéficient de l’ordre 2 de la variable RESID2(-2) n’est pas significativement different de zero, la spécification retenue est donc ARCH(1).

L’estimation des parametres peut être alors effectuée à l’aide de la méthode du maximum de vraisemblance (instruction E-Views: ARCH(1,0) Y C Y(-1) Y(-2)

Dependent Variable: Y





Method: ML - ARCH





Date: 04/05/99   Time: 19:42





Sample(adjusted): 3 200





Included observations: 198 after adjusting endpoints





Convergence achieved after 31 iterations






Coefficient
Std. Error
z-Statistic
Prob.  

C
10.62273
0.922768
11.51181
0.0000

Y(-1)
0.720314
0.058779
12.25467
0.0000

Y(-2)
-0.466157
0.061723
-7.552429
0.0000


       Variance Equation




C
0.834562
0.113537
7.350589
0.0000

ARCH(1)
0.577495
0.143712
4.018410
0.0001

R-squared
0.505515
    Mean dependent var

14.28434

Adjusted R-squared
0.495267
    S.D. dependent var

1.930592

S.E. of regression
1.371581
    Akaike info criterion

3.228554

Sum squared resid
363.0781
    Schwarz criterion

3.311591

Log likelihood
-314.6268
    F-statistic

49.32631

Durbin-Watson stat
1.642999
    Prob(F-statistic)

0.000000

Le modèle estimé s’écrit donc: 

yt= 10.62 + 0.72*yt-1 - 0.46*yt-2 + et
dont les erreurs théoriques suivent un ARCH(1): 

t = ut . ht où ut ( N(0,1) et h2t = 0 + 1t-1 estimé par: ^h2t = 0,83 + 0,58e2t-1

5) Processus de type GARCH:
A/ Spécification:
Le modèle GARCH (Generalized AutoRegressive Conditionnal Heteroscedasticity) est une généralisation des modèles ARCH. La spécification est la suivante:

y = Xa + e

t = ut . ht où ut ( N(0,1) et h2t = 0 + it-i + jht-j

qui est l’ecriture d’un GARCH(p,q)

- Si q = 0 on a un ARCH(p)

- Si q = 0 et p = 0 on a un t qui redevient un Bruit Blanc

Les processus GARCH sont similaires aux processus ARMA usuels dans le sens où le degré q apparait comme degré de la partie de la moyenne mobile et p comme celui de l’autoregressive; cela permet d’introduire des effets d’innovations ou de chocs sur les erreurs et voir de quelle manière ils se repercutent sur les processus. La variance conditionnelle est déterminée par le carré des p erreurs précédentes et des q variances conditionnelles passées.

B/ Test de modèle de type GARCH:

Dans le cas d’une heteroscedasticité conditionnelle supposée, on ne peut tester une spécification de type ARCH que contre une spécification du type GARCH.

Le test porte sur l’hypothèse nulle Ho d’une erreur ARCH(p) contre l’hypothèse H1 d’une erreur GARCH(p,q).

L’Hypothèse Ho va donc etre que les j sont nulles contre H1 qu’il existe au moins un j non nul:

Ho: 1 = 2 = ……..q =0

H1: ( au moins un j non nul

Le test le plus approprié est celui du multiplicateur de Lagrange: LM = n.R2 ( (2q (q degré de liberté) où R2 est le coéficient de détermination obtenu dans la régression par les MCO dans l’équation: h2t = ^0 + ^it-i + ^jht-j
Si n.R2>(2q  lu dans la table à un seuil de confiance (en général 5%) et q degré de liberté, on rejette Ho et donc les erreurs obéissent à un processus GARCH(p,q).

C/ Estimation d’un modèle de type GARCH:

La procédure d’identification des ordres p et q du GARCH est la même que pour l’identification des ordres d’un processus ARMA. L’estimation des parametres du modele peut se faire à l’aide d’algorithmes fondés sur la méthode de maximum de vraisemblance.

A l’aide du logiciel E-Views on va étudier un Processus du type GARCH

Soit le processus yt dont le graphique est le suivant:
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L’étude complète de ce processus à partir de la méthodologie de Box and Jenkins (correlogramme, DF, DFA…) suppose d’un ARMA(1,1).

L’estimation des paramètres est la suivante:

Dependent Variable: Y





Method: Least Squares





Date: 04/05/99   Time: 20:23





Sample(adjusted): 2 200





Included observations: 199 after adjusting endpoints





Convergence achieved after 10 iterations





Backcast: 1





Variable
Coefficient
Std. Error
t-Statistic
Prob.  

C
49.24034
0.425772
115.6497
0.0000

AR(1)
0.844887
0.089695
9.419524
0.0000

MA(1)
-0.647582
0.126613
-5.114674
0.0000

R-squared
0.116618
    Mean dependent var

49.28626

Adjusted R-squared
0.107604
    S.D. dependent var

2.762905

S.E. of regression
2.610026
    Akaike info criterion

4.771558

Sum squared resid
1335.198
    Schwarz criterion

4.821205

Log likelihood
-471.7700
    F-statistic

12.93726

Durbin-Watson stat
2.011987
    Prob(F-statistic)

0.000005

Inverted AR Roots
       .84




Inverted MA Roots
       .65




Et le correlogramme des résidus montre que toutes les probabilités critiques sont inferieures à 0,05 et donc les residus ne sont pas correlés, ils suivent un Bruit Blanc.

Sample: 2 200







Included observations: 199







Q-statistic probabilities adjusted for 2 ARMA term(s)







Autocorrelation
Partial Correlation

AC 
 PAC
 Q-Stat
 Prob

       .|.      |
       .|.      |
1
-0.010
-0.010
0.0198


       *|.      |
       *|.      |
2
-0.078
-0.078
1.2654


       .|*      |
       .|*      |
3
0.157
0.156
6.2696
0.012

       .|.      |
       .|.      |
4
-0.026
-0.031
6.4033
0.041

       .|*      |
       .|*      |
5
0.070
0.098
7.4253
0.060

       .|.      |
       .|.      |
6
0.007
-0.024
7.4358
0.115

       *|.      |
       *|.      |
7
-0.086
-0.065
8.9712
0.110

       .|.      |
       *|.      |
8
-0.054
-0.086
9.5843
0.143

       *|.      |
       *|.      |
9
-0.090
-0.100
11.287
0.127

       .|.      |
       .|.      |
10
0.027
0.034
11.438
0.178

       .|*      |
       .|*      |
11
0.086
0.095
13.017
0.162

       *|.      |
       .|.      |
12
-0.073
-0.026
14.143
0.167

       *|.      |
       *|.      |
13
-0.086
-0.079
15.721
0.152

       .|.      |
       .|.      |
14
-0.001
-0.033
15.722
0.204

       .|*      |
       .|*      |
15
0.094
0.089
17.642
0.172

       .|.      |
       .|.      |
16
0.043
0.038
18.045
0.205

Etude d’une possiblilité ARCH:

- le correlogramme des résidus au carrés est le suivant:

Date: 04/05/99   Time: 20:27







Sample: 2 200







Included observations: 199







Q-statistic probabilities adjusted for 2 ARMA term(s)







Autocorrelation
Partial Correlation

AC 
 PAC
 Q-Stat
 Prob

       .|***    |
       .|***    |
1
0.408
0.408
33.658


       .|**     |
       .|.      |
2
0.213
0.055
42.829


       .|**     |
       .|*      |
3
0.208
0.124
51.648
0.000

       .|*      |
       .|.      |
4
0.117
-0.018
54.440
0.000

       .|*      |
       .|.      |
5
0.091
0.030
56.155
0.000

       .|.      |
       .|.      |
6
0.042
-0.033
56.514
0.000

       .|.      |
       .|.      |
7
0.033
0.014
56.740
0.000

       .|*      |
       .|*      |
8
0.184
0.192
63.851
0.000

On voit que la statistique Q de Ljung Box indique un correlogramme dont les termes sont significativement différents de zero, une spécification de type ARCH est donc à retenir.

- La statistique LM du multiplicateur de Lagrange vient appuyer notre résultat:

ARCH Test:





F-statistic
39.33555
    Probability

0.000000

Obs*R-squared
33.09504
    Probability

0.000000

Après différents essais de spécification ARCH(1), ARCH(2) et GARCH(1,1), le modèle retenu est celui dont les coéficients sont tous significatifs qui est dans ce cas le GARCH(1,1). C’est donc cette specification qui sera retenue.

L’estimation des paramètres du modèle GARCH(1,1) est donné par:

ARCH(1,1) y c AR(1) MA(1)

Dependent Variable: Y





Method: ML - ARCH





Date: 04/05/99   Time: 20:34





Sample(adjusted): 2 200





Included observations: 199 after adjusting endpoints





Convergence achieved after 17 iterations





Backcast: 1






Coefficient
Std. Error
z-Statistic
Prob.  

C
49.74003
0.360692
137.9018
0.0000

AR(1)
0.830351
0.110459
7.517246
0.0000

MA(1)
-0.642093
0.147305
-4.358938
0.0000


       Variance Equation




C
1.177369
0.554835
2.122017
0.0338

ARCH(1)
0.287711
0.121799
2.362184
0.0182

GARCH(1)
0.540479
0.141020
3.832636
0.0001

R-squared
0.109179
    Mean dependent var

49.28626

Adjusted R-squared
0.086101
    S.D. dependent var

2.762905

S.E. of regression
2.641283
    Akaike info criterion

4.653624

Sum squared resid
1346.441
    Schwarz criterion

4.752920

Log likelihood
-457.0356
    F-statistic

4.730833

Durbin-Watson stat
1.977373
    Prob(F-statistic)

0.000423

Inverted AR Roots
       .83




Inverted MA Roots
       .64




Les coéficients des variables sont tous significatifs, le modèle éstimé s’ecrit donc:

yt = 49.74 + 0.83yt-1+ et - 0.64et-1
dont les erreurs théoriques suivent un GARCH(1,1): 

t = ut.ht où ut(N(0,1)et h2t=0+1t-1+1ht-1 estimé par ^h2t =1,17+0,282t-1+ 0,54h2t-1

6) Variantes des processus ARCH:

On peut trouver plusieurs extensions des modèles ARCH et  GARCH utilisées dans le domaine de la finance:

- Les processus ARCH-M et GARCH-M (M comme Mean): y = Xa +f(h2t) + t
Dans ce type de modèle, l’esperence conditionelle est fonction de la variance ht ce qui signifie que le niveau atteint par la variable est fonction de sa volatilié ce qui parait assez réaliste pour les cours boursiers selon l’hypothese de l’aversion pour le risque des agents et donc que l’esperence de gain est fonction de la variance.

- Les processus GARCH-DM (Difference in Mean) et GARCH-DLM(Distributed Lag in Mean): y = Xa + f(h2t) + t 

Dans ce type de modèles, c’est l’accroissement de la volatilité ( et non la volatilité elle meme) qui va influencer le niveau atteint par la variable à expliquer

- Les Processus TARCH (Treshold ARCH): h2t = 0 + i(+)t-i(+)+ j(-)t-j(-)

avec t(+)= Max(t,0) et t(-)= Min (t,0)

Ce type de modèle permet de prendre en compte une dissymétrie de l’information: les agents suivent un comportement different selon que la variable à expliquer est à la hausse ou à la baisse (une erreur (-) va entrainer un plongeon bien plus rapide que l’erreur (+) c’est pour cela que les cours boursiers parfois chuttent beaucoup avant de remonter).

III- Indices et prévision de la volatilité comme instrument de gestion de risque

Le but de cette partie est de voir si la volatilité d’un actif peut être utilisé comme instrument de prévision de la volatilité future. Pour cela nous nous intéressons à la volatilité historique et à diverses volatilités implicites. Nous regardons ensuite si la volatilité réalisée est expliquée par la volatilité choisie. Cela permet de voir si la volatilité choisie peut servir comme instrument de gestion de risque ou si elle n’a aucun pouvoir de pouvoir de prévision. Suivant les résultats trouvés, il faudra alors arbitrer ou se couvrir.

1) Volatilité du sous-jacent et volatilité implicite

 Dans cette partie, nous distinguerons deux types de volatilité, la volatilité du sous-jacent ou volatilité historique et la volatilité implicite. La première correspond à la volatilité estimée de l’actif, la seconde est obtenue par l’observation du prix des options grâce à certaines formules de pricing d’option. Puisque la volatilité n’est pas directement observable, l’estimation de celle-ci est dépendant du modèle choisi. Dans cette partie, la volatilité implicite sera celle tirée du modèle Black & Scholes.

Afin de pouvoir juger de la qualité de la prévision de la volatilité, il faudra comparer cette prévision à la réalisation ex-post de la volatilité. Un modèle indépendant de la volatilité ex-post est donc très important.

A/ Prévision de la volatilité par les modèles standards

Les modèles standards tels que la volatilité stochastique ou GARCH ont été appliqués avec succès à la modélisation des séries temporelles financières. Ces modèles ont donné des estimations significatives des paramètres donc cela pousse à croire que ces modèles peuvent donner de bonnes prévisions de la volatilité future. 

Pourtant, de nombreuses études ont montré que les modèles standards de volatilité sont peu efficaces pour prévoir la volatilité future. Par exemple, West et Cho (95) ont trouvé des R2 allant 0.001 à 0.045 pour le pouvoir de prévision du modèle GARCH pour 5 différents taux de change avec le dollar (de 73 à 89). Cela tend à montrer que bien que le modèle ARCH-GARCH soit efficace pour modéliser la volatilité, il ne l’est pas pour prévoir la volatilité future.

Andersen et Bollerslev disent que la faible efficacité des modèles standards n’est pas du à une mauvaise spécification des modèles mais est du à la mesure de la volatilité ex-post. Il y aurait des problèmes de bruits important du au terme 2t. Ce terme montre en effet de larges variations information par information relativement au terme 2t . 

Les mesures de volatilité utilisant des fréquence des cotations courtes réduisent considérablement ces bruits et donc sont plus efficaces. Ainsi, les modèles GARCH quotidiens deviennent intéressant et expliquent environ la moitié des mouvements de la volatilité. Ceci ne contredit toutefois pas l’hypothèse précédente de faible efficacité dans les prévisions quotidiennes de volatilité. Il semble donc que la prévision de la volatilité future par le biais de la volatilité historique soit à exclure (sauf absence de modèles supérieurs puisque cette dernière explique tout de même la moitié de la volatilité future).

B/ La volatilité implicite
Puisque le prix des options reflète les prévisions de marchés des traders sur le sous-jacent de l’option, la volatilité déduite du prix des options est supposée meilleure que la volatilité historique du sous-jacent. Cela est vrai quand on se place du point de vue de l’information contenue dans les différentes volatilité. Si le marché des options est efficient alors la volatilité implicite devrait être une bonne prévision de la volatilité pour la période allant jusqu’à la maturité de l’option. Ci cela n’était pas le cas, il serait alors possible de trouver une stratégie générant des profits en identifiant les options mal-spécifiées. La volatilité implicite du prix des options est aujourd’hui utilisée comme mesure de la volatilité espérée du marché.

Dans l’équation de Black & Scholes, seulement un paramètre est inconnu: la volatilité. Bien que la formule de Black & Scholes ne soit pas inversible (on ne peut pas mettre  en fonction des différents paramètres du modèle), il est possible de trouver la volatilité par méthode itérative. De plus, cette méthode ne peut donner qu’un unique résultat. Il est pourtant possible de trouver, en prenant des options différentes, des volatilités implicites différentes pour le même sous-jacent. Il faut alors faire une moyenne pondérée adéquate des différents résultats trouvés. La pondération utilisée doit alors tenir compte de la sensibilité de chaque option utilisée à la volatilité.

Il est à noter que les résultats de la formule de Black & Scholes sont utilisés à la fois pour les options américaines et pour les options dites européennes. Il faut alors dans le dernier cas tenir compte de l’effet que peut avoir le dividende sur le prix de l’option. Dans le cas de l’option américaine, celle-ci étant exerçable à tout moment, on ne tient pas compte du versement des dividendes.

C/ Prévision de la volatilité par la volatilité implicite
Le but de cette partie est de savoir si la volatilité implicite prédit ou non la volatilité future et si elle la prédit efficacement. Les études montrent essentiellement, que les actions ayant une volatilité implicite plus élevée ont tendance à avoir une volatilité ex-post plus élevée, et que la volatilité implicite utilisant le modèle Black & Scholes est une meilleure prévision de la volatilité future que ne l’est la volatilité historique.

Pour tester si la volatilité implicite représente la prévision de la volatilité future du sous-jacent ont utilise la régression suivante:

t() =  + timp +ut
Les études portant sur la qualité de la prévision donnent pourtant des résultats très contrastés. 

Par exemple, Canina et Figlewski (93) ont trouvé en utilisant les options sur indice S&P 100 de maturité comprise entre 7 et 127 jours (entre 83 et 87), que la volatilité implicite était une mesure peu efficace pour prévoir la volatilité future. Le modèle essayait pourtant de réduire les biais possibles en n’utilisant pas par exemple les options très in-the-money et out-of -the-money et ajustait le modèle en tenant compte des dividendes versés. Les options étaient également divisées en catégories suivant leur maturité et leur caractère in/out-of-the money. L’utilisation de la volatilité historique sur les 60 derniers jours donnait dans leur modèle de meilleurs résultats.

L’interprétation faite par Canina et Figlewski est que le prix des options tient compte des prévisions de volatilité des traders mais qu’il prend en compte également d’autres facteurs tel que la liquidité, l’interaction avec d’autres contrats futures, le goût des investisseurs pour certains types de payoff...

Lamoureux et Lastrapes (93) ont pris 10 actions ayant des options échangées sur le CBOE. Les séries utilisées vont d’avril 1982 à mars 1984 et consiste en des cotations simultanées de l’action et des options. Cela enlève donc le problème de non synchronisation des cotations. Afin de réduire encore plus le biais due  à la non-linéarité de la formule de pricing d’option du modèle B&S et la possible corrélation entre volatilité et rendement de l’action, ils ont utilise uniquement des options near the money pour trouver la volatilité espérée grâce à la formule de pricing d’option de Hull-White. Les hozirons sont les mêmes pour la volatilité implicite et la volatilité historique. Leurs résultats montrent que les séries historiques ont plus de pouvoir de prédiction que les volatilités implicites. La volatilité implicite est une prévision inefficace de la volatilité historique.

Par compte, d’autres études tel que Christensen et Prabhala (97) montrent que la volatilité implicite à un pouvoir de prévision pour la volatilité future. Day et Lewis (92) ont utilisé également le S&P 100 index option (entre 83 et 89) et ont trouvé que la volatilité implicite peut être utilisée pour la prévision de la volatilité hebdomadaire mais que les résultats ne sont pas automatiquement meilleur que ceux du modèle GARCH. La différence avec Christensen et Prabhala est qu’ils ignorent la structure à terme de la volatilité donc que l’horizon utilisé dans leur étude diffère de la durée de vie restante de l’option.

Certains modèles prennent désormais en compte pour prévoir la volatilité future à la fois la volatilité implicite et la volatilité historique. Christensen et Prabhala (97) ont pour équation: 

timp = 0 +1 t-1imp + 2 t-1h + ut 

Ils trouvent que la volatilité implicite est une bonne prévision de la volatilité future et qu’elle cause (au sens de Granger) la volatilité réalisée. Une des raisons donnée est le fait que l’étude ait porté sur des séries plus grandes (de 83 à 95), et que leur série soit concentrée sur une fréquence plus courte (un mois). Le crash d’octobre 87 pose des problèmes dans l’évaluation du pouvoir de prévision des modèles car suite à celui-ci les marchés n’ont pas eu le même comportement. Les études précédentes portant plus sur la période pré-crash étaient de ce fait plus biaisées.

Cette partie nous montre que les études les plus récentes tendent à prouver que la volatilité implicite est une bonne mesure de prévision de la volatilité future et que les résultats sont meilleurs que pour les modèles standards. Il faut pourtant faire attention à son utilisation car cela ne semble pas être un résultat établi.

2) La fonction Risk-neutre (RND) comme instrument de prévision de la volatilité

Le but de cette partie est de trouver une nouvelle approche plus efficace que les précédentes pour calculer la volatilité implicite et estimer la volatilité future. Pour cela il faut d’abord regarder les biais qu’il peut exister dans le modèle de Black & Scholes afin de pouvoir ensuite les corriger et ainsi avoir une estimation plus fiable de la volatilité future.

A/ Smile Curve
Les traders sur options ainsi que d’autres professionnels calculent ce qui est appelé le “ volatility smile ”. C’est un graphe montrant la volatilité implicite d’une option en fonction du strike de l’option. Ce graphe montre que les options sur devise out-of-the-money et in-the-money ont tendance à avoir une volatilité implicite supérieure à celle des options at-the-money. De plus, la volatilité implicite des options très out-of-the-money est supérieure à celle des options très in-the-money.
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Les options sur action ont un smile curve décroissant. La volatilité implicite décroît avec le strike.

Le graphe suivant montre le smile curve du S&P 500.
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Les traders calculent également le “ volatility term structure ”.Cela correspond a la volatilité implicite en fonction de la maturité de l’option. Sa forme, contrairement au smile effect peut varier.  

Le tableau suivant montre les modèles à utiliser en fonction de l’allure générale de la  The appropriate models to use for modeling option prices as a function of the general form of the volatility smile.

TSV Characteristics 
Appropriate Models

  Downward sloping TSV for all strikes
Displaced diffusion (a<1), stochastic volatility (any rSV), EGARCH?

  TSV for some strike changes from upward to downward sloping (or vice versa)
Jump diffusion, stochastic volatility (rSV” 0), EGARCH, GARCH-M?

  Upward sloping TSV for any strike
Jump diffusion, stochastic volatility (rSV” 0), EGARCH?

Dans la pratique, les traders utilisent toutes ces données pour créer une matrice de volatilité. Les volatilités implicites des options d’un même sous-jacent sont rentrées dans la matrice et une interpolation linéaire est ensuite utilisée pour calculer la volatilité appropriée d’une nouvelle option (et donc son prix) de strike et maturité différents.

B/ La fonction de densité risk-neutre du marché

Le but de créer une fonction nouvelle au lieu d’utiliser le modèle de Black & Scholes est de corriger les imperfections du modèle B&S. En effet, celui-ci utilise une distribution lognormale alors même que l’observation empirique montre que la distribution bien que proche d’une distribution lognormale est de type fat-tail et skewed (biaisée, non symétrique). Le caractère biaisé du modèle B&S peut notamment se voir dans le “ smile curve ” et dans le “ volatility term structure ”.

Afin de pouvoir calculer la fonction RND du  marché, il faudrait pour cela avoir un ensemble d’options couvrant tous les strikes et maturités possibles. Le marché ne comprenant principalement que des options proche de at-the-money, il y a donc plusieurs fonctions RND possibles. Il faut donc faire une hypothèse sur la forme de la fonction donnant le prix d’un call et faire une interpolation entre les différentes options et extrapoler pour ce qui est en dehors afin de modéliser le caractère fattail des probabilités.

Le prix du call est alors fonction  de la fonction RND

c(X, T,t) = e-r(T-t)  (q (ST)(ST-X)dST

avec X le prix d’exercice, q(ST) la fonction RND

La dérivée seconde de c(X,T,t) par rapport à X est donc e-r(T-t) q(ST)

Pour B&S, on a alors une fonction RND lognormale de paramètre  et 
q(ST)= [1/ (ST (2)] exp [-(ln (ST-)2/22]

dS = µS dt + S dW

Puisque les fonctions de distributions des prix sont proches de fonctions lognormales, on peut supposer q(ST) comme étant la somme de k fonctions lognormales de paramètres (i, i)

q(ST)=  [i L(i, i ,S)]
= T-t

 [i ] = 1

i = ln S + (µi - ½ i2)

i = i (
Une somme de fonction de densité lognormale permet de prendre en compte le skewness et le kurtosis du prix des options donc permet de compenser le biais du modèle B&S.

Afin de réduire les paramètres du problème, on fixe le taux d’intéret r puisque celui-ci (ou une approximation très proche) peut être observé sur les marchés. En utilisant un set de deux fonction lognormale, on obtient ainsi 5 paramètres (1,  21,  2,Puisque l’on doit utiliser le même modèle pour former le prix des calls et puts, on peut utiliser les deux dans  la détermination des paramêtres du modèle. Cela est utile car les options in-the-money sont souvent moins liquides que les options out-of-the-money.

Afin de trouver la volatilité implicite, il faut d’abord regarder les volatilités des deux fonctions lognormales par la formule i = i (et faire ensuite une pondération par . Une deuxième mesure * peut également être calculée par la formule *= ( ln(q2+1)/

avec q = S/m m étant la moyenne de la fonction RND implicite.

On utilise ensuite ces deux volatilités estimées et on teste pour voir si celles-ci sont de bonnes prévisions, si elles sont meilleures que celles vues précédemment et si elles ne sont pas biaisées.

Le meilleur horizon pour B&S,  et  * est l’horizon de trois mois (estimation à 1,2,3 mois) et le meilleur résultat est obtenu pour . Les R2 sont supérieurs à ceux trouvés par Day et Lewis (92) et équivalent à ceux de Strong et Xu (97).Toutefois, l’estimation à 1 mois n’est pas significative à 5% (sauf pour, cela étant probablement du à des problèmes de liquidité quand il s’agit du mois d’expiration de l’option. 

Les tests montrent que les volatilités trouvées ne sont pas biaisées. Par contre, l’estimation de ne donne pas de résultats suffisamment surs. 

Nous venons donc de voir dans cette partie qu’il existe un estimateur de la  volatilité future plus performant que celui tiré du modèle B&S (bien que des résultats équivalents pour B&S aient été trouvés dans d’autres études). Le skewness et le kurtosis sont désormais pris en compte et permettent une meilleure prévision. Sachant que le “ smile effect ” est plus prononcé pour les actions que pour les taux d’intéret (utilisé dans cette étude), il est fort possible que ce modèle soit meilleur que le modèle B&S pour le calcul de la volatilité implicite d’une option sur action et donc de l’action. On peut noter que ce modèle est informationnellement supérieur au modèle B&S puisqu’il prend en compte toutes les options existantes sur un sous-jacent et non plus les seules options proche de at-the-money.

3)  Utilisation de la volatilité en Risk-Management

A/ horizon de la volatilité

L’horizon de la volatilité est un problème important pour l’estimation de la volatilité. Comme on a pu le voir dans les parties précédentes, un horizon différent ne donne pas toujours les mêmes résultats. Des horizons de 7-10 jours sont souvent mentionnés mais des horizons tels que un an ne sont pas à exclure. En pratique, le risque est souvent associé à une durée de un jour. Pour avoir un horizon de 10 ou 30 jours on multiplie alors la volatilité d’une journée par (10 ou ( 30. On parle alors de scaling.

Pour un horizon d’un an (souvent utilisé par les banques) il faudrait alors multiplier par (252 (nombre de jours de trading). Diebold, Hickman, Inoue et Schuermann (96) montrent que ceci n’est pas une mesure appropriée. Leur étude montre que, pour un horizon long, il est préférable d’utilisé une volatilité à horizon long plutôt que convertir une volatilité d’une journée. 

La pratique du scaling n’est pourtant pas à rejeter. Celle-ci est rapide mais il faut noter que cette pratique amplifie les fluctuations de volatilité alors que une mesure sur la durée de l’horizon la réduit. Il faut en fait adapter sa mesure de volatilité suivant l’actif concerné.

B/ Les indices de volatilité

a- L’indice de volatilité du MONEP

Les indices de volatilité du MONEP représentent la volatilité implicite d’une option à parité a un horizon fixe. Ils mesurent par conséquent la volatilité anticipée du CAC40  dans un horizon donne.

Le MONEP publie deux indices de volatilité sur l’indice CAC40. Ils sont calcules à partir des options sur l’indice CAC40 a court terme (PX1) et long terme (PX6).

Ces indices sont calcules et diffuses toutes les 15 minutes. Cette périodicité sera ramène a 30 secondes comme pour l’indice CAC40 lorsque sera réalisé l’automatisation complète de la cotation des options sur indice. Ces indices sont:

- VX1 indice de volatilité a court terme portant sur une durée d’un mois

- VX6 indice de volatilité a long terme portant sur une durée de six mois

Leur fonction est 

- Mesurer la volatilité pour bien évaluer les options

- Prévoir la volatilité future de l’indice CAC40

- Fournir une évolution synthétique du marche

Des études ont montre le caractère prédictif de cet indice et facilite donc l’appréhension des fluctuations de l’indice CAC40.

Ces indices sont calcules en utilisant les options at the money. Les prix ayant des valeurs standard, il n’existe presque jamais d’options at the money. Un prix théorique est donc calcule par interpolation des séries encadrant le cours de l’indice et ayant la maturité correspondante. 

D’après les données actuelles, il semble que l’on puisse établir une relation inverse entre l’indice de volatilité et l’indice CAC40. Une baisse(inversement une hausse) de l’indice de volatilité correspondant a une hausse (inv. une baisse) à court terme de l’indice CAC40. 

b- Méthodologie des calculs

Soit t1 et t2 les maturités résiduelles encadrant la durée de calcul t de l’indice de volatilité et n le nombre de jours de calculs

Soit Xa et Xb deux prix d’exercice encadrant la valeur de l’indice CAC40

On fait deux interpolations en fonction des maturités résiduelles et en fonction des prix d’exercice

C*(Xa,n)= (n-t1)/(t2-t1) * [C(Xa,t1)-C(Xa,t2)] + C(Xa,t1)

C**(St,n)= (St-Xb)/(Xa-Xb) * [C*(Xa,n)-C*(Xb,n)] + C*(Xb,n)

La valeur synthétique C** représente la valeur de l’option dont est extrait la volatilité implicite.

c- Autres indices de volatilité

- Indice VDAX sur DAX par la Deutsche Terminborse

- Indice VOLX sur FTSE par OM Londres

- Indice VIX sur S&P 100 par CBOT

De plus, des contrats à terme sur les indices de volatilité VDAX et VOLX sont désormais échanges.

Le graphe suivant permet de voir l’évolution de l’indice VIX pour les 5 dernières années. On peut notamment repérer le pic de volatilité de juillet-aout 1998 alors que le marche était fortement baissié.
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Ce graphe montre la volatilité de l’indice VIX sur les 5 derniers jours avec en supplément la moyenne mobile standard.
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MARKET VOLATILITY INDEX







Historic quote


Close
Open
High
Low

Friday, Dec. 30, 1994


13.44
12.43
13.60
12.30









MARKET VOLATILITY INDEX stock has not split between 12/30/94 and 04/15/1999















Comparison Data


Close 12/30/1994
Close 04/15/1999
% Change
CAGR

MARKET VOLATILITY INDEX


13.44
24.77
84.3%
15.3%

NASDAQ


751.96
2 521.77
235.4%
32.6%

S & P 500


459.27
1 322.86
188.0%
27.9%

Dow Jones Industrial Average


3 834.44
10 462.70
172.9%
26.3%

C/ Gestion du risque
Nous venons de voir dans les parties précédentes que certaines mesures de volatilité (volatilité implicite, RND, implicite et historique) étaient pertinentes pour prévoir la volatilité future. Cette dernière est explicitée entièrement (à un  près) par la volatilité implicite donc elle peut servir comme instrument de gestion de risque. La volatilité implicite n’étant pas un instrument financier, il faut donc l’utiliser comme indicateur permettant de prendre des décisions d’arbitrage ou de hedge.

Les modèles précédants permettent de calculer la volatilité d’une option échangée et par interpolation permettent de trouver la volatilité de n’importe qu’elle action, que celle-ci soit ou non échangée sur le marché. On voit donc que la volatilité implicite est un instrument pour établir le prix d’une option. C’est donc un instrument de gestion pour le trader qui peut ainsi avoir un prix plus compétitif que ses concurrents. 

Si le prix qu’il trouve par son modèle est supérieur, cela veut dire que les autres options sont sous-évaluées et donc qu’il y a des opportunités d’arbitrage. Cela est contraire au principe d’efficience des marchés mais prouve en fait que la volatilité implicite rend le marché plus efficient. La fonction RND notamment doit rendre mieux compte du comportement des marchés que la formule de Black & Scholes ne le fait puisque celle-ci est contredite partiellement par les études empiriques.

La volatilité implicite peut également servir pour un non-trader. En effet, l’analyse historique montre que la volatilité est plus forte en période de baisse qu’en période de hausse. Comme la volatilité implicite est une bonne mesure de prévision de la volatilité future, on peut dire qu’une forte volatilité implicite signifie que la volatilité future sera également forte. 

La volatilité implicite peut donc servir d’indicateur signalant une période de baisse potentielle des marchés actions. Si la volatilité implicite n’était pas une bonne prévision de la volatilité future, on ne pourrait pas faire cette remarque. Le trader ou particulier est donc plus disposer à croire en une baisse. Le particulier ou plutôt le financier de l’entreprise aura donc tendance à prendre plus de précaution et donc à couvrir ses positions. Pour cela, il aura alors recours aux divers instruments de couverture à sa disposition dont les calls.

Depuis qu’il existe des contrats futures sur indice de volatilité, il est possible de se couvrir directement contre une hausse ou une baisse de la volatilité du marché.
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